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Sujet : Vorticité sur un groupe de Lie

La vorticité intervient souvent en Physique (fluide régi par les équations d’Euler, système

de spins à symétrie continue, équations de Ginzburg-Landau en supraconductivité, théories

de jauge, etc. . . ). Pour un champ vectoriel ~F à rotationnel non nul elle traduit la tendance

qu’ont les lignes de champ à tourner, en 2-D, autour d’un point appelé vortex ou, en 3-D,

autour d’une ligne de vortex. La circulation locale de ~F sur un lacet γ = ∂Ω entourant le

vortex se calcule par la formule de Green

∮
∂Ω

〈 ~F , ~dℓ〉 =

∫ ∫
Ω

〈∇ ∧ ~F , ~dS〉

et de façon analogue en 3-D sur un “tube” entourant la ligne de vortex.

On voudrait définir la vorticité d’un champ régulier à valeurs dans une algèbre de Lie,

et calculer son “logarithme” à valeurs dans le groupe de Lie correspondant.

Le cas abélien concerne les fonctions complexes. Par exemple le degré local de f : C → C

défini par
1

2iπ

∮
γ

df

f
∈ Z

est non nul si f admet une singularité (vortex) en ξ à l’intérieur de γ, et peut être calculé

par la formule de Green. C’est par exemple le cas pour les équations de Ginzburg-Landau.

Si de plus f est holomorphe, le calcul du degré se ramène à la formule des résidus pour

la fonction méromorphe f ′

f
: le residu à chaque pôle est un nombre entier, la variation du

logarithme de f le long de γ.

Lorsque M et N sont 2 variétés de même dimension, cette formule permet dans des cas

simples de calculer le degré local d’une application M → N .

Si M ⊂ Rn est un ouvert (not nécessairement simplement connexe), et N une algèbre

de Lie non abélienne, on peut s’attendre à une théorie plus précise, au moins dans certains

cas.

Soit par exemple (H0
2×2(C), i

2 [ · , ·]) l’algèbre de Lie des matrices Hermitiennes de trace

nulle, qu’on identifie à (R3,∧). Le degré local d’un champ matriciel F : R3 7→ H0
2×2(C) est

défini comme l’intégrale 1
2iπ

∮
∂Ω

ρ(x) de la 1-forme

ρ(x) =
i

2
[F−1(x), dF (x)]

1



et peut aussi être calculé par la formule de Green. Cela permet par exemple de “mesurer” la

vorticité dans le modèle de spins d’Heisenberg, classique ou quantique.

Plus généralement, soit F un champ à valeurs dans une algèbre de Lie L, la condition

pour que ρ admette des primitives locales (qu’on appellera “logarithmes” de F ) à valeurs dans

son groupe de Lie G est de vérifier l’équation de structure de Maurer-Cartan dρ+ [ρ, ρ] = 0.

On étudiera aussi dans ce Stage les cas où F : D ⊂ R3 → sl(2;R) (matrices de trace

nulle), et plus généralement F : D ⊂ R(2n+1)n → sp(2n;R) (matrices Hamiltoniennes).
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